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Legge di Hooke
generalizzata
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Simmetria e notazione

contratta
Gij:Gji 1+ ] 8ij:8ji 1+ ]
011 =601 £11 =&
022 =63 €57 = &,
033 =03 £33 = &3

Gr3 =033 =04

2853 =283 =73 =Y37 = &4
2813 =283 =Y13 =31 = &5

ot

631 =013 =053
@) =0 =0 . . _ _
12 21 6 2817 =281 =Y = Y21 =€

Marino Quaresimin - Introduction to stress analysis in composites 4




FATIGUE
TEAM

Legge di Hooke
generalizzata
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Simmetria matrice di
rigidezza
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21 costanti indipendenti
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Materiale ortotropo

Tre pilani di simmetria
9 constanti indipendenti
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Materiale trasversalmente

ISotropo
”Gl“ -Cll G, G 0 0 0-"81\
o| | G G O 0 0| ‘)
o T e
o | 1 o 2 G) £ OO00O0PO0O0O0O

2 000OPOOOO |,

| | : SYM .- o Cy 0 || 000
O L o C.. |(B6 O000OPOOOO
S L 61" | OOO000000

Le direzioni 2 e 3 coincidono
5 constanti indipendenti
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Materiale isotropo
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TEAM
Materiale anisotropo
trazione Coupling trazione- trazione
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Coupling trazione-taglio
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/l’/ Deformata per effetto di una
sollecitazione di trazione
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Materiale ortotropo —r.
matrice in termini di
costantl ingegneristiche
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Materiale trasversalmente Teaw
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Materiale ortotropo in
stato piano di tensione
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Una lamina di composito
unidirezionale o tessuto
puo essere considerata
come materiale ortotropo
In stato piano di tensione!
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Termini della matrice di

rigidezza
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Rotazione sistema di "
riferimento
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Matrice di trasformazione
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Deformazioni tensoriall

ed ingegneristiche
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matrice di rigidezza della lamina
nel sistema di riferimento di struttura
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ny ) Q16 Q26 Q66 kﬂYXy )

con, ad esempio:

Q1 =0y, cos* 0+ szsin4€) - 2(Q12 +2Q¢6 )sin29 cos> 0
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Q“ =0 cos® 0+ Q,, sin” § + 2(0, +20.) sin” 0 cos” 0
0Q,,=Q,, sin* 6+ Q,,cos*0+2(Q,, +20,.) sin” 6 cos” 6

Qn =(Qy; + 0,, —40) sin® 0 cos” 6 + Q12((:os4 0 + sin” 0)

Q66 =(Q0,,+0,,—20,, —20) sin” 0 cos” 0 + Qﬁﬁ(sin4 0 + cos” 0)
Q_16 =(Q11 — Q1 —20Q4) cos”  sin § — (Q,, — 0O, —20Q)cos B sin” 0
Qs =(01, — Q1 —20) cos 0sin” 6 — (Q,, — @, —20,) cos’ 8 sin

(.
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Proprieta apparenti della O e
lamina
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Figure 5.9. Variation in elastic constants of glass—epoxy systems.
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Analisi di un laminato

Sistema di coordinate e sollecitazioni applicate ad un laminato




Laminato multistrato

L’orientazione e le caratteristiche elastiche di ciascuno strato
Possono essere variabili!
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Teoria della laminazione e "
Ipotesi semplificative

materiale omogeneo ed ortotropo per ogni lamina;
comportamento elastico lineare;

spessore del laminato piccolo rispetto altre dimensioni e costante;
spostamenti piccoli rispetto allo spessore del laminato;

stato di tensione piano per ciascuna lamina;

deformazione g, trascurabile;

spostamenti in direzione x e y funzioni lineari dello spostamento
lungo l'asse z; (sezioni piane restano piane)

scorrimenti vy, , , Yyz trascurabili;
® taglio interlaminare trascurabile
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Deformazioni nel e
laminato
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Componenti di deformazione ==

Deformazioni nel piano medio Curvature
o ou’ 0w
Ex = — Kx=7"772
OX OX
0 @VO K sz
€y =— =——
y y 2
oy oy
Yy = _Eiuo +—8VO Kyy =2 0w
Yooy ox i OXO0y
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Geometria del laminato e & g
numerazione degli strati

( | , ¥
Y 2 }
[ 3 ¥ z
> < \?«3 29 2 0
! Middle surface
] ) l { Lk | Z .
I Z N-1
2 ‘ k \ ‘ # N
| +
Y ! N :
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Stato di tensione nella i

lamina I-esima

- N - - o r 0 )
Oy Qi Qi Qu €y TZK,
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Sollecitazioni risultanti

Forza per unita di lunghezza :

. ,
j'cs dz = Z< jk(csx)kdm
A k=1]z,_, )
Momento per unita di lunghezza :
( Zk A
jG zdz = Z< [(oy), zdz}
/) k=1{zy )
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Z3 ¥
Middle surface

R
Z ‘\ N-| N

dove: !

k L
t =spessore laminato Lt N a
(0, )k =stress nella k ;..,, lamina

Z)._1 = distanza dal centro del laminato alla

superficie interna del k lamina

esima

z,. = distanza dal centro del laminato alla

superficie esterna del k lamina

esima
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® Siottiene, ad esempio:

N, = i{ T{(Qn )k (82 T 7K, )'*' (612 )k (82 +ZK, )'*' (616 )k (ng TIKy )}dz g

M, = i{ T{(Gn )k (Sg tTIK, )+ (612 )k (Sg tIK, )+ (616 )k (ng tZK,, )} zdz

1

Vv

~ 0 0 0
Ny =Aj 18 T Apey + AjgYyy + Briky + Bioiy +Bigicyy

3 0 0 0
M, =Bj1&x +Bagy +BigVyy + Diiy + Doy + Dyeicyy

e per gli altri parametri di sollecitazione si procede In maniera
M analoga
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Relazione completa
sollecitazioni- deformazioni
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S~ m_ 8 8 ¥
M M B_D e A

~ e
o % e e - .
< < A_Bl )
o N 6_ (| \©
< < A_Bl n m

_

_

_

_
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O e

Elementi della matrice

g (Gij )k (Zi —zf{_l) flessione

s(6.) (,2 _,2 )| Coupling
2 Z(Q")k(zk Zk_l)} trazione-flessione
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Forma sintetica
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TEAM
Laminati simmetrici - |
e Un laminato si definisce simmetrico [B]: 0
se le proprieta geometriche ed
elastiche sono simmetriche rispetto [ N ) A O_ fgo\
al piano medio J——\ = I\
\ _ M 0 Dl|x
e In questo caso non c’e coupling -7 — L

trazione-flessione e gli elementi della {
matrice B sono nulli: B;=0

[45/-45)-45/45]

[0/-45/90/-45/0]
[90/0/60/-60/04/0/-60/60/0/90]
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L aminati simmetrici - |l

B = i(Qij )k zdz = ;[ %(Qij )k (Zli -7y )}

Lamine simmetricamente disposte rispetto al piano
medio con uguale spessore e uguale [(j] (stesso
angolo di inclinazione) danno contributi opposti a [B]
poiché il termine (zﬁ —~ zlf_l) cambia segno
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L aminati simmetrici - |11

L’accoppiamento trazione-flessione e dovuto piu ad una
eventuale non-simmetria di disposizione rispetto al piano
medio che alle proprieta ortotrope della lamina ed e quindi
presente anche nel caso di laminati in materiale isotropo non

simmetrici (es. lamine bimetalliche)
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Laminati “Ortotropli” - |

Assenza di accoppiamento trazione-taglio

E necessario che A5 e A, Siano uguali a zero

Ay = it(ﬁij )k dz = kzz(ﬁij )k (Zk — 2y )

2
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Ay
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A
A
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D12
D22
D26
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Q“ =0 cos’ 0+ Q5 sin” 0 + 20, +20) sin® 0 cos” 0
Q,,=Q, sin" 0+ Q,,cos*0+2(Q,, +20,,)sin” 6 cos”

le =(Qy; + Oy, —40¢) sin” 0 cos” 6 + le(r::osf4 0 + sin” 0)

Qs =(011+ 0y =20, —20) sin” 0 cos” 8 + Q(sin” 6 + cos” 6)
Q6=(0,,—0,,—20,)cos’ 0sin0—(Q,, — Q,, —2Q,,) cos O sin’ 0
Qs =(0Q, — Q1 —2Q) cos 8sin’ 8 — (Q,, — O, —2Q,,) cos’ 0 sin

(.

Q,,Q,,0Q,eQ, Sempre positivie maggiori di zero (E_>>G;)

Funzioni disparidi @ Q,,(8)=-0Q,,(-6)
e sono nulli per 6 =0° e 90°

Non cambia mai segho
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Laminati “Ortotropi” - |l

A1 € Ayg PpOSsono essere resi nulli se, per ogni lamina orientata a
+ 0 e presente nel laminato una lamina di uguale spessore e
proprieta (uguale [6] ) orientata a - 6.
Non e importante la posizione

Questi laminati possono anche essere simmetrici ottenendo
quindi simultaneamente ortotropia e assenza di
accoppiamento trazione-flessione

Marino Quaresimin - Introduction to stress analysis in composites 47 !



Laminati “Ortotropli” - IV

Unidirezionali [O]y

Cross-ply [0/90]y ortotropia
Angle-ply [+ 6/-0]y

Ortotropi e simmetrici

Cross-ply [0/90]45 ortotropia e assenza di

Angle-ply [+ 0/-0]s< accoppiamento trazione-flessione
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Determinazione stato di "
deformazione del laminato

O 4 I N R

Invertendo la relazione appena ottenuta e possibile
determinare lo stato di deformazione in funzione delle
sollecitazioni applicate (per unita di lunghezza)
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FATIGUE

Stato di tensione delle Tea
singole lamine

A questo punto e possibile, attraverso le matrici di rigidezza di
lamina, determinare lo stato di tensione per ciascuna lamina

o}, =[Q] (e’ +z{x})
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Un esempio

N\ N

_ trave a sbalzo a struttura stratificata
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Distribuzioni di tensione
Materiale isotropo (E,), =(E,), <(E,),
73
—/ —

£

(E,); > (E,), > (E,),
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Procedura per I'analisi
dello stato di tensione

Costanti elastiche e geometria Carichi
del componente esterni
[ Matrici di rigidezza della lamina }

|

—{  Matrici di rigidezza del laminato

|

[ Deformazioni e curvature del piano medio del laminato ]

|

Stato di deformazione e di tensione delle lamine ]‘—
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